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The Monte Carlo calculation of nonlinear Compton scattering is discussed of an unpolarized electron in 
a high-intensity laser pulse of a linearly polarized plane wave.  We developed the Monte Carlo calcula-
tion scheme employing the angular distribution formula of the photon emission, it resolved photon ener-
gy, propagation direction, and polarization.  The polarization feature is shown how two polarization 
modes are different in the numerical result.
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1．はじめに

非線形量子電磁力学（quantum electrodynamics: QED）の
基礎衝突過程である非線形 Compton散乱（non-linear 
Compton scattering: NCS） 1,2）は高強度レーザー 3）を用いた
物理現象として注目されている．NCSで生じる高エネ
ルギー光子は別の非線形 QED効果の“種”として寄与で
き，背景にある高強度レーザー電磁場と相互作用して電
子・陽電子対生成や真空複屈折などを発現させる 4- 6）．
いくつかの実験グループはすでに NSCの測定に挑んで
おり 7- 11），さらに精密な計測を目指す計画もある 12- 15）．
高強度レーザーパルスによる電子の NCSの理論的な研
究 16- 22）や，レーザープラズマに NCSを含んだ数値計
算 23- 25）も活発に行われている．モンテカルロ（Monte 
Carlo: MC）法 27）は量子論的散乱に代表されるようなラン
ダムさの表現に使用され，NCSにも応用されている 27-30）．
これまでの NCSのMC計算は光子の偏光和・散乱角度
の積分を取った公式を採用しており，光子の偏光と角度
分布を正確に解像できるMC計算法はまだ提案されて
いない．NCSを高エネルギー光子源とする実験を立案
する際には，このようなMC計算が要求される．その
ため，光子の偏光依存性・角度分布を考慮した NCSの
MC法の提案と，その計算例を本稿で示す．
なお，この記事においてボールド体は 3次元ベクトル
である．相対論的記法として，時空座標を x =（x 0, x）= 

（ct, x, y, z）と書き，計量を g =（+1, −1, −1, −1）と定める．
これにより，4元ベクトルの内積は A ·B = AµBµ = gµνAµBν 
= A0B0 − A ·Bと表現できる．また，SI単位系を採用した．

2．理 論

無偏極電子と直線偏光している高強度レーザーパルス
の衝突による NCSを考える．レーザーパルスの中心角
周波数をω と置き，n =（1, n）=（1, 0, 0, 1）に対して，レー
ザーパルスの 4元波数ベクトルを kµ = ω /c × nµと定める．
電子が xにあるとき，電子に対するレーザー位相はϕ  = 
k ·x = ω（t − z/c）である．位相ϕ で NCSが生じたとすれば，
次のエネルギー・運動量の保存則

 p N k p kµ µ µ µ( ) ( ) ( )� � �� � � � �
   （1）

が設定される．p，p′，ℏkと ℏk′はそれぞれ散乱前，散
乱後の電子の（4次元）運動量，レーザー光子の運動量と
輻射光子の運動量である．Nは 1回の散乱で吸収される
レーザー光子数に相当する．この多光子吸収が NCSを
非線形過程たらしめる．我々のMCスキームは（A）電子
の NCS前後の自由伝搬と（B）時空内の“とある事象
（点）”で生じる散乱過程の繰り返し計算からなる．
（A）散乱前後において，Dirac場である電子は Furry 

picture 31）の意味で自由伝搬している．これは背景に存在
するレーザー電磁場を電子に纏わせ，準粒子のように見
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立てた電子の自由伝搬で，そのような量子状態は Volkov 
stateとして知られている 32, 33）．平面波レーザー電磁場の
4元ベクトルポテンシャル A（ϕ）に対して，Volkov state
にある電子カレントは古典的電子の運動量 p（ϕ）（散乱後
なら p′（ϕ））に比例する 34）．xをϕ の関数とみなし，pµ（ϕ）
= m0dxµ（ϕ）/dτ は以下の運動方程式に従う：

 
dp
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ここで m0と −e = −|e|はそれぞれ電子の静止質量と電荷
量である．固有時間 d c dx dx� � ��1 に対して dϕ /dτ  = 
k ·p/m0が定数になる．（2）式は厳密に解くことができ，
初期位相ϕ i = k ·xiと規格化ポテンシャル A0 = eA/m0cに
よるδA0（ϕ , ϕ i）= A0（ϕ）− A0（ϕ i）を定めて以下のように
なる 34）：

 

p
m c

p
m c

p m c

µ µ
µ( ) ( ) ( , )

( , ) ( ) ( ,

� �
� � �

� � � � � � �
0 0

0

0 0 0
22

� �

�
� �

i
i

i i

A

A A ii

i

)
( )

.
2 0n p m c

n
� �

µ
 （3）

（B）散乱過程は確率で表現される．A0′ = dA0/dϕ として，
以下の Lorentz不変量を定義する 35,36）.
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レーザーパルス波形の変化はレーザーの周期振動に比べ
てはるかにゆっくり変化することを仮定し（局所定数場
近似），NCSの発生確率 Pλ ′は光子の偏光（λ ′）と運動量
（ℏk′）でモード分解した
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として与えられる 22）．Aiは第 1種 Airy関数である．ベ
クトル nに対して eσ =（0, 1, 0, 0）と eπ =（0, 0, 1, 0）を定め
る．eσ は A0と平行になるように設定し（（15）式を参照），
eπ は A0と nの両方に直交するように選んだ．結果とし
て n ·eσ = 0，n ·eπ = 0と eσ ·eπ = 0の直交関係が 4次元時
空に成立している．輻射光子の偏光ベクトル ελ ′= σ , π は
εµ

λ ′ = eµ
λ ′ −（eλ ′ ·n′/n ·n′）nµとした．ここに k′ ·k′ = 0を満た

す k′ =（ω ′/c, k′）を用いて n′ = k′/k′ 0を導入した．n′は輻射
光子の伝搬方向で，n′ ·ελ ′ = 0を満たす．（5）式を nに対
して垂直な k′の 2成分で積分すると，単位 r0 χ・単位ϕ
あたりの輻射確率を得る：
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p =（p0, p）の時間成分である電子エネルギーcp0 = m0c2γ が
大きく，k′と pが平行ならば，r0 χ  ≈ ℏω ′/m0c2γ という近
似が成立する．d d d dP Psum � ��

� � �
� �

��� ,
と書くならば 

d d d OP Asum
i

i�� � � � � � �� �� �� � � � �
�

�

0
2 の値が 1になるとき，

NCSは確実に 1回生じる．つまり，� �� � � �� �i O 1 0
2A

が NCSが生じるまでの位相間隔である．高強度時
� �� �A0

2 1 に単一 NCSが瞬時に生じることが表現され
ている．厳密にはこれらの確率公式は低強度時には導く
ことができない．しかしながら，これら公式を低レーザー
強度時に適応した場合，その散乱確率は小さく（ϕ  − ϕ i

が大きく）自由伝搬とみなせるので，低強度時も同じ式
を場合分けせず使用する．（5 ~ 7）式は，［ϕ i, ϕ］の位相範
囲で
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0
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を満たすときのみ有効である．この不等式は光子の低エ
ネルギー側のカット・オフ（ℏω ′の最小値）を設定してお
り，以下のMC計算ではこの制限を付す．

3．MC計算スキーム

提案するMC計算のスキームは先行文献 27-30）の方
法に偏光・角度分布の解像度を追加したものである．今
回のMC計算では 2つの一様乱数 ξ1と ξ2を使用した．
本スキームは以下の 5ステップからなる．先行の手法 27- 30）

では（7）式の偏光和を用いて輻射光子の運動量 ℏk′ =
（ℏω ′/E）pと散乱後の電子運動量 p′ = p − ℏk′を見積もっ
た．一方で本稿のスキームでは（5）式を使用した（13）式
と（14）式でそれらを精緻化した．

ステップ 1　NCSの単一衝突過程において初期位相
ϕ iと光子輻射時の位相ϕ を設定する．電子の運動量 p
は NCSに至るまで（3）式に従って伝搬する．ϕ iから 
ϕ に 伝 搬 す る ま で に NCSが 生 じ る 確 率 は

� � � � �� � �
�

�
�

�

�
��P P1 exp d d dsum

i

� �
�

�

である 26- 30）．ここで一つ

目の一様乱数ξ1 ∈［0, 1］を P′の値として採用する．数値

的に d d dPsum
i

� � �
�

�

� � � � �� �� ln 1 1 を解くことで，自由伝

搬の間隔ϕ  − ϕ iを散乱確率から導くことができる．

ステップ 2　［ϕ i, ϕ］の範囲で（2）式，あるいは（3）式を
使用することで p（ϕ）を決定できる．ϕ はステップ 1で
導かれた散乱タイミングである．ここで 2つ目の一様乱
数 ξ2 ∈［0, 1］を使用し，光子のエネルギー・輻射方向・
偏光モードを決定する．このステップでは光子エネル
ギーを決める．解像度Δ をパラメータ r0 χ に対して導入
する．すると d 2Psum/d（r0 χ）dϕ は r0 χ 方向に単調減少す
るので，ξ2に対して

338



第 51巻第 5号

Special Issue

 �
� � �

�2

2

01
0

1
�

� � � �
�� �

�

�d d
d
d r d

d r
P

P

Nsum

sum

�
 （9）

を満たす最小の Nが存在する．これを用いて r0 χ  = NΔ  
∝ ℏω ′/cp 0（ϕ）と定める．このとき（8）式を満たす以下の
ようなΔ を設定せねばならない：
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ステップ 3　（Diff.）= ξ2 −［（9）の右辺］を利用して光子
の伝搬方向 n′ = （1, n′x, n′y, n′z）と偏光モードλ ′を与える．
r0 χ  = NΔ に対して
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を満たす（n′x, n′y, λ ′）の組を数値的に探す．ステップ 2に
よる Nに対して f

n n� � �� �x y, ,�
N

は（n′x, n′y, λ ′）で 3次元ラベル付
けされていると理解する．これを適当に並び替えて 1次

元データ化する． dn dn� �� ��
��

�
���x y

� 1

M

は 1次元化された

f
n n� � �� �x y, ,�
N

を 1からM番目まで和を取る演算を意味し，
和が初めて（Diff.）より大きくなるM + 1番目までの和
を見つけた時に，M番目に対応する（n′x, n′y, λ ′）が求め
るべき数値の組とみなす． � � � � � �n n nz x y1 2 2 を通じて 
n′ =（1, n′）が定まる．よって，
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が輻射光子の運動量である．上式は厳格に光子運動量の
代数 ℏk′·ℏk′ =  0を満たす．（先行手法 27- 30）の ℏk′ =（ℏω ′/E）p
はこれを満たせない．）

ステップ 4　散乱時ϕ の 4元運動量保存則（1）を変形
し，散乱後の電子運動量を定める 35,36）：
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以上で NCS直後の粒子情報 p′（ϕ），ℏk′，λ ′を確定できた．

ステップ 5　電子の運動量を p（ϕ i,next）= p′（ϕ）と書き換
えて次の NCS散乱までの初期値とする．乱数ξ1と ξ2

を更新し，ステップ 1からの処理を繰り返す．

4．数値計算結果

3節の数値計算例として ELI-NP実験 13）を想定し，600 
MeVの無偏極電子と，中心エネルギーが ℏω  = 1.5 eVで
ピーク電磁場振幅が � � �A0

2 70であるレーザーパルス
の正面衝突による NCSを考えた．レーザーパルスの 4
元ポテンシャルを

 A0 0
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2
µ µ�
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�e a exp sin ,

�
 （15）

とした．振幅は a0= 70で，半値全幅 TFWHM = 22 fsを用
いて� ��TFWHM 2 2ln としている．このときピークレー
ザー強度は約 1 × 1022 W/cm2相当である．レーザーパル
スの伝搬方向 n =（1, 0, 0, 1）に対して，電子は初期値 
p 0 = 600 MeV/cを 持 ち，4元 運 動 量 で 表 現 す れ ば

p p p m c� � � � ��
�
�

�
�
�

0 0 2

0
2 20 0, , , である．以下はMC試行回

数 NMC = 10000の計算結果である．
Fig. 1は輻射光子角度分布
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を各偏光λ ′ = σ，π -モードごとに出力した結果である．
ここで Nλ ′は NMC回すべてのMC試行を積算した光子
カウントであり，一回のレーザー・電子衝突計算で平均
23回の NCSが予測された．それぞれの図は描かれてい
る範囲で 200 × 200メッシュのヒストグラムであり，Δn′x
とΔn′yはそのメッシュサイズである．n′x-n′y空間の原点
は電子の初期運動量の方向として定義した．この中心付
近でσ -モードはπ -モードと比較して 10倍程度多い光
子カウントだった．散乱前に n′y = 0に沿って電子は振動
運動をしており，この付近にπ -モードとして特徴的な
光子カウントの“谷”の構造を確認できた．故に，この“谷”
では高い直線偏光度を持った輻射光子の計測が期待でき
る．これらの結果は（5）式の先行出力結果 22）をMC計算
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Fig. 1  Angular distribution. (a) the σ -mode and (b) the 
π -mode.
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として再現できている．角度分布の n′y方向への広がり
は（5）式中のRAi（R）の大きさに依存しており，R = O（1）
のあたりでこの因子は最大値をとる．Rを pと n′の成
す角Θ に読み替えれば，Lorentz因子 γ  = p0/m0cが大き
い時，Θ  = O（1/γrχ

 1/ 3）≪ 1が局所的な輻射発散角を与える．
これが（3）式による電子の振動運動と組み合わさって n′x
軸方向の大域的な発散を生む：max｛|p 1|/|p 3|｝≈ max｛|A0|/γ｝．
加えて散乱によって電子の進行方向が原点から両軸方向
にずれてさらに発散し，Fig. 1のプロファイルを形作っ
ている．同じ初期条件で先行研究のMCスキーム 27- 30）を
採用した場合，電子運動が x-z平面に限定されている状
況で ℏk′ =（ℏω ′/E）pを定めるため，n′y = 0の範囲から輻
射光子はずれることができず，対応する分布は ∝ δ（n′y）
となる．Fig. 1のような非δ 関数的で n′y方向に広がった
分布を得るためには（5）式の角度依存性を組み込んだ
MC計算が不可欠である．

Fig. 2は輻射光子の角度スペクトル分布である．縦軸
が光子エネルギーで，横軸が n′x軸あるいは n′y軸である．
ここでも描画されている（n′x,y, ℏω ′/m0c 2）の範囲で 200 × 
200メッシュのヒストグラムで出力した．たとえば（a）
のカウントは
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で計算されている．広域なエネルギースペクトルが角度
分布ともに得られた．最大光子エネルギーはσ，π -モー
ドでともに n′x-n′y空間の原点付近で ℏω ′/m0c2 ≈ 300と予
測され，そのカウント数は同程度のオーダーであった．
このことは NCSによる高エネルギー輻射光子は無偏光
化する傾向があることを意味している．先行研究のMC
スキームでは，やはり ∝ δ（n′y）の角度スペクトル分布と
なる．

Fig. 3は電子エネルギーのϕ -発展を示している．初期
エネルギーm0c 2γ  = 600 MeVの電子が“複数回”散乱され
た結果，電子はエネルギーの一部を光子として輻射する
ことで低エネルギー状態まで減衰することを示している．
左パネルのϕ -発展では NCSのランダムさによって電子

エネルギーがばらつく様子が描かれている．白線はMC
計算結果の見本路例で，ステップ状の急激なエネルギー
降下の箇所でその段差分の光子 1個を輻射している．右
パネルはレーザーパルスを抜けた後の最終電子状態をヒ
ストグラムでカウントしたもので，δ（E − 600 MeV）の
初期分布が NCSによって拡散されて広帯域スペクトル
となった．左パネル中の黒色の曲線は NMC回試行の平
均である．この結果は以下の運動方程式の解と良い一致
を示した．

 m dv
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e v eq v0 �
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上記は放射の反作用の準古典論的模型 13, 35,36）として知ら
れている．外力項 −eq（χ）F µν

LL vν は NCSによる輻射光子
の平均運動量移行率で導かれ，q（χ）→ 1を実現する低
レーザー強度極限では，その古典模型である Landau-
Lifshitz方程式 37）に漸近する．このため因子 q（χ）は量子
論的な輻射への補正と理解できる．今回の NCSのMC
計算は輻射を伴う電子の準古典的模型も再現した．

結 論

本稿では無偏極電子と直線偏光の高強度レーザーパル
スの NCSによる輻射光子の偏光依存性・角度分布を加
味してMC計算で評価する方法を議論した．偏光・角
度依存 NCS確率公式を採用したMC計算スキームを提
案，そのMC計算コードを開発し，その計算結果を示
した．本MCスキームによって輻射光子のエネルギー
（r0 χ），発散方向（n′x,y），そして偏光（λ ′）で解像した光子
数カウントが可能となった．例として 600 MeVの無偏

Fig. 3  Evolution of electron’s kinetic energy and its ener-
gy spectrum at the final state.
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Fig. 2  Angular spectral distributions.  Each panel rep-
resents photon counts of (a) the σ -mode in the n′x - 
direction, (b) the σ -mode in the n′y -direction, (c) 
the π -mode in the n′x -direction, and (d) the π -mode 
in the n′y -direction.
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極電子と約 1 × 10 22 W/cm 2のレーザーパルスによる NCS
の数値計算を行った．Fig. 1の角度分布では先行理論研
究 22）の主張をよく再現できた．この場合には Fig. 2に
よって電子の初期運動量方向に最大約 150 MeVの光子
を放つことが示された．Fig. 3では，MC計算の期待値
が放射の反作用の準古典論的模型によく一致することも
確認できた．
提案した計算スキームは，今後の非線形 QED実験の

設計をする際に利用できるだろう．特に ELI-NPでの
NCS実験は輻射光子のエネルギー・偏光依存性を計測
する計画があり 13, 38），本稿はまさにその計測結果の予想
である．また，ELI-NPではレーザーパルスを極限まで
集光して得た QED真空複屈折空間に，偏光方向がわ
かっている高エネルギー光子を入射する実験が提案され
ている 39, 40）．その入射光子の偏光が変化することで真空
複屈折の実在を証明してくれる．通常，レーザー施設に
おけるこのような高エネルギー光子源は NCSであり，
入射光子の偏光を推定する際にもこのMC計算が有用
だろう．
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